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Résumé. — Nous construisons la compactification minimale de certaines variétés modulaires 
de Siegel en leurs places de mauvaise réduction. Ces variétés paramétrent des schémas abéliens 
principalement polarisés munis d'une structure de niveau parahorique en un nombre premier p, 
et d'une structure de niveau auxilliaire ; elles ont mauvaise réduction en p. Nous esquissons 
également une théorie arithmétique des formes modulaires de Siegel associées à ces variétés. 

Abstract. — We construct the minimal compactification of some modular Siegel varieties at 
their bad réduction places. Thèse varieties parametrize principally polarized abelian schemes 
endowed with a parahoric level structure at a prime number p, and with an auxiliary level 
structure ; such varieties have bad réduction at p. We also sketch the arithmetic theory of the 
associated Siegel modular forms. 

Soient g>2etl<s<g deux entiers, p un nombre premier, n > 3 un entier non divisible 
par p et V = {di < d2 < • • • < dg} un sous-ensemble ordonné de {!,••• ,g}- Notons Agfl le 
champ dont les points à valeurs dans un schéma S paramétrent les schémas abéliens G sur S 
principalement polarisés de genre g munis d'un drapeau 

i/i C ^2 C • • • C Hs-1 CHsC G[p] 

de groupes totalement isotropes, finis et plats sur S, tels que Hi soit de rang p'^^ pour 
1 < i < s ; on dit que G est muni d'une structure de niveau parahorique de type V en p. 
Désignons par Gq le schéma abélien universel sur o et notons ^g,n,o le champ sur 

Afi xspec(z) Spec(Z[l/n]) 

qui paramètre les structures de niveau principales sur Go[n]. Les champs Agfl et Ag^nfl sont 
algébriques, sont lisses sur Spec(Z[l/pn]) mais ne sont pas lisses sur Spec(Zp). On dit qu'ils ont 
bonne réduction en les nombres premiers qui ne divisent pas pn et qu'ils ont mauvaise réduction 
en p. L'avantage de considérer Ag^nfl plutôt que Agfl est que d'après [SerGOj et [MF94], Ag^nfl 
est un schéma quasi-projectif sur Spec(Z[l/n]). Ce schéma n'est pas projectif, et on aimerait 
le compactifier. Une variante d'une construction de Faltings et Chai [FC901 ch. V] permet 
d'obtenir une compactification canonique 

{■Âg,nfl xspec{z[i/n]) Spec(Z[l/pn])) * 

de la restriction de Ag^nfl au schéma Spec(Z[l/pn]) formé des places de bonne réduction. Cette 
compactification est appelée la compactification minimale de Ag^nfl x Spec(Z[l/pn]). Avant 
de donner plus de précisions, introduisons quelques notations. Désignons encore par Gq le 
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schéma abélien universel sur Ag^nfl et notons ujq le faisceau inversible sur Ag^n,o des g'-formes 
différentielles invariantes sur Gq. Rappelons que pour tout k £ Z, une forme modulaire de 
poids k pour Ag^n,o ^ Spec(Z[l/pn]) est un élément du groupe 

H° (Ag,n,o X Spec(Z[l/pn]) , c^^) . 

La compactification minimale de Faltings et Chai s'obtient comme schéma projectif associé à 
l'algèbre graduée des formes modulaires de poids positif, soit 

(Ag^r^fi X Spec(Z[l/pn]))* = Proj ( (^Ag,nfi x Spec(Z[l/H) , 4) ) ■ 

Dans cet article, nous construisons une compactification ^4.* „ o de Ag^n,o sur Spec(Z[l/n]) 
qui étend {Ag^nfl x Spec(Z[l/pn]))* au-dessus de la place de mauvaise réduction p. Ainsi, le 
schéma "4.* „ q est projectif sur Spec(Z[l/n]) et vérifie 

■^*g,n,o xspec{z[i/n]) Spec(Z[l/pn] ) ^ {Agfi Xspcc(i.[i/n]) Spec(Z[l/pn])) * . 

On l'appelle compactification minimale de Ag^n,o- Le schéma A*^ q est relié à l'algèbre gra- 
duée des formes modulaires pour Ag^n,o- Remarquons que dans ce contexte, la notion de 
poids réserve quelques surprises. En effet, notons Gi = Go/Hi le quotient de Gq par le i-ème 
sous-groupe universel sur Ag^nfi, et notons uji le faisceau inversible sur Ag^n,o des 5'- formes 
différentielles invariantes sur Gi pour 1 < i < s. La chaîne d'isogénies 

Go — > Cl — > • • • — > Gs 
sur Ag^nfi induit une chaîne de morphismes 

LOs > > • • • > UJQ , 

dont les restrictions à Spec(Z[l/pn]) sont des isomorphismes. Par contre, ces morphismes ne 
sont pas des isomorphismes au-dessus de Spec(Zp). Il existe donc plusieurs faisceaux auto- 
morphes intéressants sur Ag^nfl, et il y a lieu de tous les considérer. Ce phénomène est à relier 
à la théorie du modèle local |dJ93j . qui étudie la mauvaise réduction de Ag^n,o- Définissons 
les formes modulaires de poids {ko, • • • , kg) G pour Ag^nfl comme les éléments du groupe 

On obtient le résultat suivant, qui sera précisé dans le théorème 13.91 

Théorème principal. — // existe un schéma Ag ^^ Qui e.st canonique, projectif de type fini 
SMr Spec(Z[l/n]), et qui contient Ag^nfl comme ouvert dense. Il est muni d'un faisceau ample 
qui étend et l'on a 

Alnfl = Proj (0 H" (A,n,0, (à^f ) ) 
VfeGN \ i=Q J J 

Le schéma ^^^,1^0 stratifié par des variétés de Siegel de genre < g et de niveau parahorique 
variable. 
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Remarquons qu'utiliser uniquement ujq conduirait à un schéma dans lequel ^g,n,o ne se 
plonge pas ! L'ingrédient principal de la démonstration du théorème est la construction de 
compactifications toroïdales de ^^^o |Str| . 

Remarquons également que l'existence de la compactification minimale est bien connue 
pour g = 1 [DRj . Notre démarche reste valable dans ce cas, mais il faut modifier l'énoncé du 
théorème principal car le principe de Koecher n'est pas vérifié. 

Nos résultats s'étendent à un cadre plus général que celui des variétés de Siegel. En effet, 
on peut remplacer Ag^n,o par une variété de Shimura P.E.L. associée à un groupe réductif G 
sur Q non ramifié en p, et à un sous-groupe compact ouvert net de G{Af), dont la composante 
en p est un sous-groupe parahorique de G(Qp) inclus dans un sous-groupe hyper-spécial. On 
pourra par exemple consulter [Lan08| pour les cas de bonne réduction, où la composante en 
p est hyper-spéciale. 

Plan de l'article. — Dans la première partie, nous expliquons comment déduire l'existence 
de compactifications toroïdales de Ag^nfl des résultats de [Strj . 

Dans la seconde partie, nous étudions les formes modulaires pour Ag^n,o- Nous définis- 
sons leur développement de Fourier-Jacobi, et démontrons un principe de Koecher. Pour cela, 
nous utilisons le caractère réduit de Ag^n,o x Spec(Fp) [GôrOSj, la densité de son lieu ordi- 
naire |GN02| et une description de ses composantes irréductibles |Yu04| . 

Dans la troisième partie, nous construisons le schéma A* „^q. Nous utilisons de manière 
essentielle la normalité de Ag^n,o |Strl prop. 3.1.7.1]. 

1. Rappels sur les compactifications toroïdales de Agfl 

Soient 1 < s < g deux entiers, p un nombre premier, n > 3 un entier non divisible par p 
et V = {di < d2 <•••< ds} un sous-ensemble ordonné de {1, • • • ,g}. Notons Ag le champ 
algébrique sur Spec(Z) qui paramètre les schémas abéliens principalement polarisés de genre g. 
Soit V = ©^=1 Z • Xj un Z-module libre de rang 2g muni d'une base (xj) et de la forme 
symplectique de matrice 

~ y ' 

où J' désigne la matrice anti-diagonale dont les coefficients non nuls sont égaux à 1. Notons 
Ag^n — *■ Spec(Z[l/n]) l'espace de modules des schémas abéliens principalement polarisés de 
genre g munis d'une structure de niveau principale en n. Il paramètre les schémas abéliens A 
munis d'un isomorphisme V / nV — > A[n] qui respecte les formes symplectiques à un scalaire 
près. D'après [MF9i] et |Ser6n| . Ag,n est un schéma quasi-projectif sur Spec(Z[l/n]). Notons 
•^3,0 Spec(Z) le champ de modules des schémas abéliens principalement polarisés de genre g 
munis d'une structure de niveau parahorique de type en p. Ce champ paramètre les schémas 
abéliens A munis d'un drapeau de sous-groupes finis, plats et totalement isotropes 

Hi C H2 C ■■■ C Hs C A[p] 

tel que Hi soit de rang p'^'- pour < î < s. Posons enfin 

Ag^nfl — "^9,0 ^Ag -^g,n • 

Ce schéma quasi-projectif sur Spec(Z[l/n]) est l'objet central de notre article. Il paramètre 
les schémas abéliens principalement polarisés de genre g munis d'une structure de niveau 
principale en n et d'une structure de niveau parahorique de type P en p. Il n'est pas propre 
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sur Spec(Z[l/n]) ; on en décrit à présent des compactifications toroïdales qui dépendent du 
choix d'une décomposition polyédrale d'un complexe conique. 

1.1. Données combinatoires. — Pour tout sous-espace totalement isotrope V' facteur 
direct de V , notons V son orthogonal et C{V/V'-^) le cône des formes quadratiques semi- 
définies positives à radical rationnel sur {V/V'^) M. Notons ï l'ensemble des sous-espaces 
totalement isotropes facteurs directs de V, et C le quotient de l'union disjointe 

Il C{V/V'^) 

V'€<t 

par la relation d'équivalence engendrée par les inclusions C{V/V"-^) C C{V/V'^) pour tous 
sous-espaces totalement isotropes facteurs directs V" C V . C'est un complexe conique muni 
d'une action de GSp2g(Z). Si l'on pose 

9 

i=i 

il existe une injection de C{X) dans C. Soit S une décomposition polyédrale GL(X)- 
admissible de C{X) comme définie dans |FC90[ déf. IV.2.2]. Son orbite dans C sous l'action 
de GSp2g(Z) définit une décomposition polyédrale GSp2g(Z)-admissible © de C comme 
dans IHEl déf. 3.2.3.1]. D'après |FC90[ th. IV.5.7 et IV.6.7] et [Strl th. 3.2.7.1], il existe des 
compactifications 

associées à S et à S. Posons 

•^g,nfl — ^9,0 "^9i" • 

C'est une compactification de Ag^n,o sur Spec(Z[l/n]). 

1.2. Stratification de Ag^nfl- — Dans ce paragraphe, on décrit deux stratifications natu- 
relles de Ag^nfi- Soit le drapeau de V tel que 

= z • e p z • 

j=l j=di+l 

2g-ds+i-i 2g 

et V^+* = Z-Xj® pZ 

J=l j=2g-ds+i-i+l 

pour 1 < i < s. Posons 

To = StabGSp,g(z) et r„ = Ker (GSp2g(Z) ^ GSp23(Z/nZ)) . 

D'après [FCQOi th. IV. 5. 7 et IV.6.7] et [Strl th. 3.2.7.1], les champs algébriques Âg, Âg,n et 
Agfi sont munis d'une stratification paramétrée par (3/GSp2g(Z), ©/r„ et S/Fq, ainsi que 
d'une d'une stratification plus grossière paramétrée par C/GSp2g(Z), C/Pn et G^/Po- Dans le 
reste de ce paragraphe, on décrit plus précisément ces stratifications. Soit V E C Dans |FC90j 
et |Strj sont définis des variétés de Siegel Ay' , Av',n et Av',o (de type parahorique l'image 
de dans V'^/V), des schémas abéliens 

Ayi , Byi Av',n et By'^Q Av',0 , 
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des Z-modules libres Sy' , Sv',n et Sy'^o , des torseurs 

Mv Bv , M-v, n Bv, n et My, o By, 

sous les tores 

Eyi = ïLom iSyi ,Gm) , -Ey, n = Hom(S'v, n; G^,) et Ey/^ q = Hom iSyi q, G^) , 

et des fibrés en plongements toriques localement de type fini 

My By , My^ „ By ^ „ et Myi^ o ^ By ^ q 

qui sont munis d'une strate fermée canonique. Notons Ty, Ty^n et Ty^o les stabilisateurs 
de V' dans GSp2g(Z), dans r„ et dans Fq. 

Notons ©y' l'ensemble des cr G S inclus dans l'intérieur de C{V /V'^). À tout a G &yi on 
associe des fibrés en plongements toriques affines de type fini 

JÂa By , JÂa, n By^ „ et M^^ o ^ ^V, 

munis d'une stratification paramétrée par les faces de a. Dans tous les cas, la strate paramétrée 
par a (la a-strate) est l'unique strate fermée. Notons Fo- et Tcrfl les stabilisateurs de a dans 
GSp2g(Z) et dans Fq ; ce sont des groupes finis. 

Remarque 1.2.1. — Comme n > 3, le stabilisateur de a dans F„ est trivial d'après le lemme 
de Serre [ Ser60j . 

D'après |FC90l th. IV. 5. 7 et 6.7] et fStrl th 3.2.7.1], il existe des isomorphismes 
(1.2.A) My/Ty^Ag , My^n^ Ag,^/Ty,^n , My^o Ag^^ 

- — - ^<T ^ ^ cr - — - 

Ma /T^ ^ Ag , Ma, n ^ et Ma, o / F^, Q ^ ^3,0 

entre complétés formels le long des F'-strates et des cr-strates. Considérons les produits fibrés 

A.y,n,0 = A.y,o XAv' A.y,n , By^n,0 = By^o Xg^., By^n , 
My,n,0 = My,o XM^,My,n , Ma,n,0 = Ma,0 XM^Ma,n, 

la somme amalgamée 

Sy,n,0 = Sy^o ^ -S'y, ni 

le groupe Ty^ n,o = Fy, H Ty/^ n et le groupe F„^o = F^ H Fq. Les schémas My, n,o et Ma,n,o 
sont des fibrés en plongements toriques sur By,n,o, équivariants sous le tore 

Ey, n,0 = Hom (5v' n,0, Gm) ■ 

La proposition suivante résulte immédiatement des isomorphismes (|1.2.Ap . 

Proposition 1.2.2. — Le champ algébrique Ag,n,o e.st muni d'une stratification paramétrée 
par ^/Tn,Q- Son complété formel le long de la V -strate est isomorphe au quotient 

Myi,n,0 I rv,n,0 

du complété formel de Myi ,n,Q long de la strate fermée canonique. Le champ -4.g_„^o ^st 
également muni d'une stratification plus fine paramétrée par ©/F„_o- Son complété formel le 
long de la a-strate est isomorphe au complété formel 

Ma,n,0 
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de M.a,nfi long de la a-strate. 

Le corollaire suivant résulte du fait que Ag^n et M.a,n,o sont des schémas pour tout a G S. 
Corollaire 1.2.3. — Le champ algébrique Ag^n,o est un espace algébrique. 

1.3. Extension des schémas abéliens. — Notons Gq le schéma abélien universel sur 
^g,n,o et H, le drapeau universel de Go[p]. Posons Gi = Go/Hi pour 1 < î < s. Il existe une 
chaîne d'isogénies 

Go — > Gi — > ■ ■ ■ — > Gs 

entre schémas abéliens sur Ag^n,o- Le théorème |Strl 3.2.7.1] et les résultats de |FC90l IL2] 
montrent que Gi s'étend en un schéma semi-abélien 

pour < î < s, et que la chaîne d'isogénies s'étend en une chaîne de morphismes entre schémas 
semi- abéliens. Pour tout < i < s, on note Cj la section neutre de Gi et l'on pose 



ni 



Ces derniers sont des faisceaux localement libres sur Ag^n,o de rang respectifs g et 1. On 
appelle iVi le i-ème fibré de Hodge. Il existe une suite de morphismes 

UJs > > • • • > IVo 

définis sur Ag^nfl, qui induisent des isomorphismes après changement de base par Spec(Z[l/np]). 

Pour tous y G £ et < i < s, il existe un schéma semi-abélien Gv',i — > Bv',n,o qui est 
globalement extension 

— > Tv\ i — > Gv', i — > Ay^ i — > 

d'un schéma abélien par un tore |Strl par. 1.4.5 et 1.4.9]. Le schéma abélien Ay^i provient 
d'un schéma abélien sur Av',nfl- Le groupe des caractères Xv\i du tore Ty^ est égal à 
l'image de dans V/V'^ [gtrl par. 3.2.1]. On a par exemple Xy^ = V/V'^. Pour tout 

a G Sy, on note encore Gyj le schéma semi-abélien qui est l'image réciproque de Gy^i par 
le morphisme 

Mcr,n,0 > ^V',n,0 ■ 



D'après la remarque qui suit |Strl th. 3.1.8.2], l'extension de Raynaud de 

Gi > Ma^nfl 

est Gv'^i- Il existe donc sur Airj,nfl des isomorphismes 

(1.3. A) uoi det {p-Gv, ) 

^ det (Xv, i) U)Ay, ^ ■ 
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2. Formes modulaires de Siegel 

Dans cette partie, on définit les formes modulaires de genre g, de niveau principal en n, et de 
niveau parahorique de type V en p. Le poids d'une telle forme est une famille d'entiers relatifs 
(/cor"' qui code le faisceau inversible dont la forme est une section globale. On définit 
le développement de Fourier-Jacobi d'une forme modulaire, qui dépend a priori d'un élément 
de S/r„^o- On montre qu'il ne dépend en fait que de l'élément correspondant dans l'ensemble 
<t/Vn,{), qui est par définition l'ensemble des pointes ou cusps. On montre un principe de 
Koecher, valable si g > 2, ainsi qu'un principe de développement de Fourier-Jacobi. 

Dans cette partie, on fixe un élément k = {ko,-- - ,ks) G , un Z[l/n]-module M, et 

l'on note 

s 



i=0 

qui est un faisceau inversible sur Ag^n,o- 

Définition 2.1. — Une forme modulaire de Siegel de genre g, de poids k, de niveau principal 
en n, de niveau parahorique de type T) en et à valeurs dans M est un élément du goupe 

hO(:45,„,o, 

Remarque 2.2. — La famille k = {ko, • • • ,ks) induit une famille de caractères 

fdet'=«,--- ,det'=o' 



du groupe algébrique GLg. On pourrait remplacer le choix de k par celui d'une famille de s + 1 
représentations algébriques de GLg, et l'on obtiendrait des formes à valeurs vectorielles; les 
résultats de cette partie s'adapteraient sans peine. 

Si M est un Z[l/pn]-module, les faisceaux iof^"- ^ M sont tous isomorphes. La donnée de k 
est donc équivalente à celle de ki. 

Proposition 2.3. — Le groupe 'SP{Ag^nfi , w- M) est indépendant du choix de la décom- 
position polyédrale S. 

Démonstration. — Soit S' une autre décomposition polyédrale GL(X)-admissibles de C{X). 
Notons 

—rl 

g,n,o 

la compactification toroïdale qui lui est associée. Deux décompositions admettent un raffine- 
ment commun; on peut donc supposer que S' raffine S. Il existe alors un morphisme 

qui est propre, surjectif et birationnel. Localement pour la topologie étale, (p s'identifie à 
un morphisme entre plongements toriques équivariants sous le même tore. En utilisant les 
résultats de |KKMSD73l L3], on voit que 



et que pour tout j > 0, on a 



W O^. = . 
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Notons le i-ème fibré de Hodge sur Ag ^fi- Comme u;^ = (j)*uJi, la formule de projection et 
la suite spectrale de Leray montrent qu'on a bien 



2.4. Développement de Fourier-Jacobi. — Le -Ey „ o -torseur M.v',n,o est affine sur 
,11,0 pour tout V E a. Il existe donc un faisceau A en algèbres sur Oq^, ^ tel que 

Mv',n,o = Spec (^) 

Le tore Ey^ „ q agit sur A et l'on peut décomposer ce faisceau en algèbres selon le groupe des 
caractères Sv',n,o de i?v'',n,o- On obtient 

OÙ C{\) est le sous Oq^, ^^^-module de A sur lequel Eyi^n,o agit par A. Comme M.v',n,{) est 
un E'y^^^o-torseur, C{\) est un faisceau inversible sur Bv',n,o- Pour tout a € &v', si l'on pose 

= I A G Sjm^{V/V'^ M) tel que 6(A) > V 6 G a } , 

on a par définition 

M^,n,o = Spec I £(A) 

Posons 



{det{Xv',i))^' et tj^j 



ab 



V', 1 



i=0 î=0 

Dans la définition suivante, on utilise la proposition ll.2.2] et le calcul (I1.3.AP de uji au voisinage 
d'une strate. Soit / G H°(^g.„,o , M). 

Définition 2.4- 1- — Le développement de Fourier-Jacobi de / en a G ©y est la série for- 
melle 

obtenue en évaluant / sur le complété formel de J^a,n,o le long de sa a-strate. 

Posons (T> = { A G Sym^(y/V'^ R) | 6(A) > V 6 G cr } . L'idéal de la a-strate de Ma,n,o 
est engendré par les }î^{Bv',n,o, où A G Sv',n,o H . On en déduit que presque tous 

les a\^a{f) sont nuls pour A G o"^ — cj^. 

Proposition 2.4-2. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en a £ ©y ne dépend que 
de f et de V . 

Démonstration. — Soient a, r G ©y. Quitte à considérer une suite de cônes reliant r et a, 
on peut supposer que r est une face de a. Il existe alors une immersion ouverte 
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Comme les schémas semi-abéliens Gy'A se correspondent via ce plongement, on voit que 

FJ,(/) = FJ,(/) G R''(^r,n,0,UJ^) ■ □ 



La proposition précédente permet de définir le développement de Fourier-Jacobi 

A 

de / en la pointe V G £. Le corollaire suivant résume quelques propriétés élémentaires du 
développement de Fourier-Jacobi. On y utilise le fait que riae&y, c'^ = C{V /V'^Y et que le 
groupe Tyi nfi agit sur l'algèbre 

Corollaire 2.4-3. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en V est indépendant de S, 
et est invariant sous l'action de Tv',n,o- L'application A axyif) est à support dans 

Sv',n,o n c{v/v'^Y . 

On a F^.y (/) = 7 • Fv'{f) pour tout 7 G r„^o- 

Remarque 2.4-4- — Si V £ <t est un sous-espace totalement isotrope maximal, le schéma 
l3v',n,o est égal à Spec(Z[l/n]) et le développement de Fourier-Jacobi de / est un élément de 

Z[l/n] [[Sv',n,o(^ ^^1 ® ^ 
qu'on appelle habituellement q- développement de /. 

2.5. Principe de Koecher. — Dans ce paragraphe, on démontre un principe de Koecher 
en utilisant la méthode de [FC901 V.l] et la proposition suivante, qui résulte de [GN02| et 
de [Yu04 ]. 

Proposition 2.5.1. — Toute composante irréductible de Ag^n,o x Spec(Fp) rencontre le bord 
de Ag^n,o X Spec(Fp). 

Démonstration. — Il suffit de démontrer l'énoncé analogue où ¥p est remplacé par une clôture 
algébrique ¥p. D'après le théorème principal de [GN02| . le lieu ordinaire "4.™^ g de Ag^n,o x 
Spec(Fp) est dense dans Ag^nfl x Spec(Fp). On en déduit que les composantes irréductibles de 
-4g,n,o X Spec(Fp) sont les adhérences des composantes irréductibles de ^^^^^0- D'après [Yu04l 
3.2 et 3.3], les composantes irréductibles de Ag'^^^Q sont ses composantes connexes. De plus, 
on dispose d'une description explicite de ces composantes connexes : ce sont les fibres du 
morphisme 

■^7,n,o — ' (Z/nZ)* X { (d'i < 4 < • • • < I < 4 < V i < s } 

qui à un objet ^A,c : (Z/nZ)^^ — > A[n],H,^ de A°'^^q associe le facteur de similitude de c et 

la famille formée des rangs multiplicatifs d[ des Hi. On déduit de la proposition 11.2.21 que 
chaque composante connexe de A°^^^ q rencontre le bord de Ag^n,o x Spec(Fp) [Strl 1.2.6]. □ 
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Remarque 2.5.2. — En fait, on a démontré que toute composante irréductible de Ag^n,o x 
Spec(Fp) rencontre une l^'-strate pour un certain V' £ <t maximal. 

Corollaire 2.5.3. — Si FJy'if) = pour tout V e <t, on a f = 0. 

Démonstration. — Sur un schéma quasi-cohérent, la formation de la cohomologie cohérente 
commute aux limites inductives de faisceaux. On peut donc supposer que M est de type fini 
sur Z, puis que M est égal à Z/pZ, à Z[l/n] ou à Z//Z, où l est un nombre premier qui ne 
divise pas np. En particulier, M est un anneau et l'on a 

H° (Âg,nfl ,LO^®M^ = HO (Âg^nfi X Spec(M) , uo^ . 

Si M = Z[l/n] ou Z/^Z, pour tout cr G S l'image du morphisme 

'Ma,nfl X Spec(M) — > Âg^nfi X Spec(M) 

donné par la proposition [TT2T2] a une intersection non vide avec toutes les composantes irréduc- 
tibles de Ag^nfl X Spec(M). Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout schéma réduit 
X, pour tout ouvert dense U et pour tout faiseau J-' localement libre sur X, la restriction 

H°(X,.F) — > R^{U,J') 

est injective. Si M = Z/pZ, un raisonnement analogue s'applique. On utilise la proposi- 
tion [2T5IT] et le caractère réduit de Ag^n,o x Spec(M) [Gor03j . en tenant compte des dévelop- 
pements de Fourier-Jacobi en tous les F' G £. □ 

Remarque 2.5.4- — Soit R un système de représentants des orbites de sous-espaces to- 
talement isotropes maximaux facteurs directs de V sous l'action de r„^o- D'après la re- 
marque [JTSTJI l'application / i— > {FJy/(/)}ygiî est injective. Si l'on se restreint aux formes 
modulaires à coefficients dans un module sans p-torsion, il résulte de la démonstration du 
corollaire 12.5.31 que / FJy/(/) est injective pour tout V G (î. 

On déduit du corollaire 12.5.31 un principe de développement de Fourier-Jacobi. 

Corollaire 2.5.5. — Soient M C M' deux Z-modules et f e R°(Ag,nfi,<^-(^M'). SiFJyif) 
est à coefficients dans M pour tout V G <t, on a 

/GHO(:4g,„,o, c^^®M). 
On dispose également d'un principe de Koecher. 
Proposition 2.5.6. — Si g >2, l'application de restriction réalise un isomorphisme 

Démonstration. — On se réduit comme précédemment au cas où M = Z[l/n] ou Z//Z, et 
où l ne divise pas n. Le schéma Ag^nfl x Spec(M) est un ouvert dense de Ag^nfl x Spec(M). 
Le schéma Ag^nfl x Spec(M) est réduit. On en déduit que l'application de restriction est 
injective. Montrons qu'elle est surjective. Soit / G 'ii^{Ag^n,o x Spec(M) , uj-). Pour tout F' G C 
maximal, on peut former un développement de Fourier-Jacobi FJy/(/) analogue à celui de la 
définition 12.4.11 Notons A l'ensemble des A G Syi^nfl tels que a\yi{f) / 0. Il est invariant 
sous Fy/ „o et son intersection avec Syi^nfl \ ^"^ est finie pour tout a G ©y. On déduit 
de [FC901 lem. V.1.3] que A C C{V /V'^Y : en effet, on remarque que l'image de Fy „ q 
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dans GL{V/V'^) est d'indice fini, et qu'une puissance assez grande de l'endomorphisme T 
de |FC9n[ V.1.3] est dans cette image. La section / s'étend donc à My/„o- On en déduit 
que / s'étend Mv",n,o pour tout V" £ puis que / s'étend à Ag^n,o- D 



2.6. Coefficient constant. — Soient une forme modulaire / G H°(^g „ o i M), un 

sous-espace V' £ ^ et un cône a G &v'- Dans cette partie, nous montrons que la restriction 
de / à la a-strate est indépendante de a et définit une forme modulaire de genre g — rangÇV'). 

Proposition 2.6.1. — La restriction de f à la a-strate de ^g,n,o dépend que de V' et est 

égale à 

ao,v'{f) G HO (Bv',n,o , w| ® m) 

Démonstration. — L'idéal de la cr-strate est engendré par les îl^{Bv',n,o ^^W) où A G 
Sv',n,o n cr^, et le développement de Fourier-Jacobi de / est à support dans C{V/V''^)'^ . 
Mais C{V/V'^y \a> = {0} car a est inclus dans l'intérieur de C{V/V'^). □ 

On rappelle que pour < i < s, le schéma abélien Ayij descend à la variété de Siegel 
Av\ n,o de genre g—icang{V') et de type parahorique l'image de dans V'^/V'.D' après [Strl 
prop. 1.4.6.1], la flèche 13v',n,o Av',nfi admet une section canonique dont l'image s'identifie 
aux invariants de Bv',nfl par ^V',nfl- On en déduit le résultat suivant. 

Corollaire 2.6.2. — La section aQy'{f) provient d'une section de (Av',n,o > "^ab ® -^j- 



3. Compactification minimale 

Construisons à présent la compactification minimale de Ag^n,o- Dans un premier temps, 
on se restreint au cas où n > 2pgy/2p. Cette hypothèse sera utilisée dans la preuve de la 
proposition 13.31 

Le théorème |MB85l IX. 2.1] affirme que si S est un schéma normal excellent, si G — > 5 est 
un schéma semi-abélien et si w^/s désigne le déterminant du faisceau des formes différentielles 
invariantes de G, il existe un entier positif m tel que 

soit engendré par ses sections globales sur S. Le schéma Ag^nfi est excellent et normal 
d'après |Strl th. 3.2.7.1]. Il existe donc un entier positif m tel que wf™ soit engendré par ses 
sections globales pour tout < i < s. Ainsi, il existe un morphisme propre 

s 

^ : Âg,n,o n^(H°(Â,n,o,^r)) • 

i=0 

On applique le théorème de factorisation de Stein [ÉGA m 4.3.3, 4.3.4] et l'on obtient un 
schéma A*g n Q et une factorisation de ip en 



1=0 
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OÙ -0 est un morphisme fini, où les fibres de vr sont non vides et géométriquement connexes, 
et où 7r*OT- = Oa* „. Pour tout < i < s, il existe un faisceau inversible Ci sur 

¥ (}i^{Ag^n,o,^r')) 'i^^ très ample et tel que ip*Ci uJ^ . L'existence du plongement 
de Segre [ÉGA ii 4.3] montre que Kf=o^* est très ample sur HLo ^ (H°Ms,ri,o, )) . Po- 
sons C = ip* Klf^Q Ci ; d'après [EGA ii 4.6.3], c'est un faisceau ample sur ■Â*g^^Q. Il résulte 
de [ÉGA II 4.6.3] que 

VfceN / 

Comme ^* C ^ et ^*0^^ ,^ ^ = O^;,„,o> on a HO(^; „ o,£^') = B^{Âg^n,o,ç?)i wf") pour 
tout fc > 0. Notons k = {k,--- ,k) £ N^+^ pour tout A; E N. D'après [ÉGA ii 2.4.7], on a 

VfceN / 

En particulier, l'algèbre graduée ^^.gj^ 'R^{Ag^nfl , est de type fini sur Z[l/n]. La propo- 
sition [2T3| montre que "4.*^ g est indépendant du choix de S. 

Lemme 3.1. — Soient g, m et N trois entiers tels que m > 2N g^/2N , soit K un corps, et 
soient G et G' deux schémas ahéliens de genre g sur Spec(iî') munis de polarisations A et X' 
et de structures de niveau principales en m. Si X est principale, il existe au plus une isogénie 
f : G ^ G' compatible aux structures de niveau en m telle que /* o A' o / = A^A, où /* désigne 
l 'isogénie duale de f. 

Démonstration. — Soient f et g deux isogénies satisfaisant les hypothèses du lemme. Comme 
Hom(G, G') s'identifie à un réseau de End(G) Q inclus dans End(G) 7j[1/N], on peut 
voir f et g comme des Q-endomorphismes de G tels que Nf et Ng soient dans End(G). 
D'après |Mum70l coro. 19.3], la Q-algèbre End(G) (X" Q est semi-simple de rang < 4g2. No- 
tons Tr la trace réduite qui lui associée et q la forme quadratique sur End(G) (giQ qui envoie u 
sur Tr(u*AnA~^). Cette dernière est définie positive par [Mum70l th. 21.1] et prend des valeurs 
entières sur End(G). Par hypothèse, on a 

q{f)=Tt{p)<mg^ , q{g)<mg^ 

et il existe u E Hom(G, G') tel que f — g = mu. On a donc 

m\{u) = q{f -g) < q{f) + qig) < 8Ng^ . 

Comme m > 2Ng^/2N par hypothèse, on en déduit que q{u) < l/N"^ . Or on a 

Nu E End(G) 

et q prend des valeurs entières sur End(G), donc u = et f = g. □ 

Remarque 3.2. — En posant = 1 puis G = G' et A = A' dans le lemme précédent, on 
montre que tout automorphisme de G préservant une polarisation principale et une structure 
principale de niveau > 2g\/2 est égal à l'identité. Ceci est une forme faible du lemme de 
Serre [SerfiOj . 
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Proposition 3.3. — Les fibres géométriques de vr au-dessus de l'image de Ag,nfl possèdent 
un unique point géométrique. 

Démonstration. — Comme ^ uj"^, le faisceau tu™ est trivialisé le long des fibres de vr 

pour < i < s. D'après |MB85l th. X.4.5] ou |FC90l prop. V.2.2], on en déduit que pour 
tout point géométrique x de niAg^nfi) et tout < i < s, la fibre 7r~^(x) est incluse dans Ag^nfl 
et la classe d'isomorphisme du schéma abélien Gi est constante sur tt^^{x). Le faisceau des 
endomorphismes de Gi est constant sur Tr~^{x) , à valeurs dans un Z-module libre de type 
fini. Cela implique que la classe d'isomorphisme du schéma abélien polarisé Gi est constante 
sur Tr~^{x). On rappelle qu'on suppose n > 2pg^/2p. On applique le lemme [ÏÏTTl à G = Gq, à 
G' = Gi, à la polarisation principale A = Aq de Gq, à la polarisation canonique A' = Aj de Gi, 
àm = netkN = p pour < i < s. On en déduit que la classe d'isomorphisme de la chaîne 
d'isogénies 

Go — > Gi — > • • • — > Gs 

entre schémas abéliens polarisés est constante sur tt~^{x). Cela montre que la fibre géométrique 
7r~^(x) possède un unique point géométrique. □ 

Corollaire 3.4- — La restriction de tt à Ag^nfi ^st un isomorphisme sur son image. 

Démonstration. — D'après la proposition 13.31 et le Main Theorem de Zariski [ÉGA m 4.4.3], 
la restriction de vr à Ag^nfl est finie sur son image. La proposition 13.31 et le caractère réduit 
de Ag^nfl montrent que la restriction de vr à Ag^nfl est une application birationnelle. Comme 
'^*^Âg„o ~ ^-^'gno -^s-^-O est normal, le théorème des fonctions formelles [EGA m 4.1.5] 
montre que le schéma A*g ^ g est normal. Toute application finie birationnelle d'image normale 
est un isomorphisme. C'est donc le cas du morphisme tt : Ag^nfi — > 7i"(-4g,ra,o) obtenu par 
restriction. □ 

Étudions à présent la restriction de vr aux autres strates de Ag^n,o- Comme vr est donné par 
l'évaluation de formes modulaires de Siegel, le corollaire [2762] implique que pour tout V € 
la restriction de vr à la ^'-strate se factorise en 

TTy : Av',nfi > -^g.n.O • 

On montre comme précédemment que vry/ est un morphisme fini birationnel sur son image, 
dont les fibres géométriques possèdent un unique point géométrique. Avant de prouver la 
normalité de 'ïïv'iAv ,nfl)^ il nous faut établir quelques résultats préliminaires. 

Proposition 3.5. — Deux strates paramétrées par des éléments différents de *t/Tnfl ont des 
images disjointes par vr. 

Démonstration. — Soit x un point géométrique de A*g ,^Q. D'après |FC90l prop. V.2.2], la 
restriction de Gi à 7r~^(â;) pour < i < s est un schéma semi-abélien de rang torique constant. 
Ainsi, les rangs multiplicatifs et abéliens |Str[ 1.2.6] de la chaîne 

(3.5.A) Go ^ Gi ^ >Gs 

sont constants sur vr^^(x). Or d'après |Str[ 1.2.6], ces rangs paramétrent exactement l'ensemble 

c/r„,o. □ 
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Le schéma -Âg j^Q est donc muni d'une stratification indexée par (t/Tnfl- Notons Zy la 
strate de -4*^ q paramétrée par V E <t. Soit x un point géométrique de Zy/ . Notons encore x 
l'unique point géométrique de la fibre de vry/ : Av',n,o — *■ •^g,n,o ^- Notons 

le complété du localisé strict Oy^l'^Q.x de A*g^n Q en x et 

le complété formel de Bv',n,o ^ Spec(0^^, ^ ^^x) le long de la fibre de By^nfl Av.nfl en x. 
Proposition 3.6. — // existe un isomorphisme canonique 

^^;,„.o.^^( n HO(Sv",n,0,^>^(A)) 

\AeSv./,„,onc(y/y'i)v 

qui induit un isomorphisme 

Démonstration. — D'après [ÉGA m 4.1.5], l'anneau complet 0_a* ^q,x est isomorphe à l'an- 
neau des fonctions régulières sur le complété formel de Ag^n,o le long de 7r~^(x). La proposi- 
tion [375] montre que 7r~^(x) est inclus dans la F'-strate de Ag^n,o x Spec(0_4* ^ p, x)- L'existence 
du premier isomorphisme résulte de l 'isomorphisme 

— ^ —V 

et du fait que l'anneau des fonctions régulières sur M.v',nfl est 

La seconde assertion se déduit de la première et du corollaire 12.6.21 □ 




Corollaire 3.7. — Pour tout V' G la restriction de tt à la V' -strate de Ag^n,o se factorise 
en un isomorphisme vry/ : Av',n,o — ^ Zy/. 

Démonstration. — Soit V £ <t. On a vu que la restriction de vr à la ^'-strate de Ag^n,o se fac- 
torisait en un morphisme iry : Av',n,o ~^ •^g,n,o- définition, le sous-schéma Zy de A*g ,^ Q 
est l'image de vry. On a montré que le morphisme vry/ : Av',n,o -^V est fini birationnel. 
D'après [Strl prop. 3.1.7.1], le schéma Av',n,o est normal. On déduit du second isomorphisme 
de la proposition 13.61 que le schéma Zy' est normal. Ainsi, vry induit un isomorphisme de 
Av',n,0 sur Zy. □ 

Soit n' un entier divisible par n mais non par p. Le schéma Ag^n',0 est muni d'une action 
du groupe GSp2g(Z/n'Z), et le quotient par l'action du sous-groupe r„^o/rn',o s'identifie ca- 
noniquement à Ag^n,o- Comme l'éventail S est équivariant sous l'action de GL(X), le schéma 
A*^,Q est muni d'une action de GSp2g(Z/n'Z) prolongeant celle sur Ag^n',o- Le quotient de 
Ag^, g par r„^o/rn',o est canoniquement isomorphe à Ag .^ Q. 
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Pour tout n > 3, il existe un entier n' > 2pg^/2p qui est divisible par n mais non par p. En 
posant 

on obtient une compactification minimale de Ag^n,o qui est indépendante du choix de n'. 

Remarque 3.8. — De la même manière, on obtient une compactification minimale de l'es- 
pace de modules grossier associé à Agfl. Sa description est moins élégante que celle de A*g ,^ Q 
car il faut tenir compte des automorphismes du champ Agfl. 

Notons A*g n la compactification minimale de Ag^n construite dans |FC90l V.2.5]. On rap- 
pelle que Ag^nfl désigne la compactification toroïdale associée à S. Dans le théorème suivant, 
nous résumons les propriétés de la construction que nous venons d'effectuer. Le cas des courbes 
elliptiques étant bien connu [DRj . on suppose g >2. 

Théorème 3.9. — Pour tout n > 3, il existe un schéma canonique A* „^fl projectif de type 
fini sur Spec(Z[l/n]). // contient Ag^nfl comme ouvert dense, est normal et indépendant de S. 
Le morphisme d'oubli de Ag^nfl vers Ag,n s'étend en un morphisme de ^4,* „ o vers A*g n- Pour 
tout < i < s, le fibré de Hodge ooi sur Ag^nfl s'étend en un faisceau inversible sur ^4* „ q. Le 
produit tensoriel ®'1^q uJi est ample sur -4,* „ q , et il existe un isomorphisme canonique 

A^^fl ^ Proj (0 HO lAg,nfl , (g) 

Le schéma A*g j^fl est muni d'une stratification localement fermée paramétrée par (£/r„.o ; la 
strate associée à V' G ^ est canoniquement isomorphe à Av',nfl- existe un morphisme 
canonique 

^ • Ag^nfl ^ -^g^nfl • 

L 'image inverse par vr de la stratification de ^4,* „ q coïncide avec la stratification de Ag^nfl Qui 
est paramétrée par ft/Tnfl. 

Démonstration. — L 'isomorphisme entre A* .^ q et Proj ,n,o 5 ^i=o^i)) résulte 

de l'isomorphisme 

^Infl ^ Proj [0 H" hg^nfl , (g) 

VfceN V î=o 

et du principe de Koecher l2.5.6l qui est valable si g > 2. Il reste à prouver que Ui s'étend en un 
faisceau inversible sur A*g „^ Q pour < i < s. Soit j l'immersion de Ag^nfl dans "4.*^ g. Comme 
A*g nfl est normal et ^4* ,^ o\-4g,n,o est de codimension > 2, une éventuelle extension localement 
libre du faisceau uJi est unique, et égale à j^coi. Par descente, il suffit de montrer que Ui s'étend 
au complété du localisé strict de ^4*^ g en tout point géométrique d'une F'-strate. Cela résulte 
de (|1.3.AI) et du corollaire [ÏÏTTl □ 
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